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Matematicas: Aplicaciones e Interpretacion
Nivel Superior
Prueba 2

25 de octubre de 2024

Zona A mafiana | Zona B mafiana | Zona C mafiana

2 horas

Instrucciones para los alumnos

No abra esta prueba hasta que se lo autoricen.

En esta prueba es necesario usar una calculadora de pantalla grafica.

Conteste todas las preguntas en el cuadernillo de respuestas provisto.

Salvo que se indique lo contrario en la pregunta, todas las respuestas numéricas deberan ser
exactas o aproximadas con tres cifras significativas.

Se necesita una copia sin anotaciones del cuadernillo de formulas de Matematicas:
Aplicaciones e Interpretacién NS para esta prueba.

La puntuacién maxima para esta prueba de examen es [110 puntos].
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Conteste todas las preguntas en el cuadernillo de respuestas provisto. Empiece una pagina nueva
para cada pregunta. No se otorgara necesariamente la maxima puntuacion a una respuesta correcta
que no esté acompanada de un procedimiento. Las respuestas deben estar sustentadas en un
procedimiento y/o en explicaciones. Junto a los resultados obtenidos con calculadora de pantalla
grafica, debera reflejarse por escrito el procedimiento seguido para su obtencién. Por ejemplo, si se
utiliza un grafico para hallar una solucién, se debera dibujar aproximadamente el mismo como parte de
la respuesta. Aun cuando una respuesta sea erronea, podran otorgarse algunos puntos si el método
empleado es correcto, siempre que aparezca por escrito. Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el

procedimiento seguido.

1. [Puntuacion maxima: 14]

En una encuesta participaron 20000 expatriados (personas que viven en un pais distinto del
suyo). Los datos clasificaban a los paises por orden segun el pais que consideraban mejor
para los expatriados. En la posicion mas alta del ranking estaba Suiza.

Estos resultados se compararon con las puntuaciones de felicidad procedentes Informe
mundial sobre felicidad 2022. La siguiente tabla muestra este dato para los 10 mejores

paises para los expatriados.

Z T
— | &m L
o |8z 8 |2 29| 5 |82|F ¢
Pais = 23 | B = 5 =z S 3 5 2]
< =1 QL = «Q o c = 0. o
) 8— ) > = ) o) W) 3.0 ) [)
Q . o v ‘6
8 »
Ranking de_palses 1 7 3 4 5 6 7 3 9 10
para expatriados
Puntuacion de 75 172 1 65| 72|62 | 60| 70| 66| 67| 74
felicidad

(@) Para la puntuacion de felicidad, halle:
(i)  El tercer cuartil
(i)  Elrango intercuartil [4]

(b)  Muestre que la puntuacion de felicidad de Suiza no es un valor atipico en estos datos. [3]

(Esta pregunta contintia en la pagina siguiente)



(Pregunta 1: continuacién)

88249751

Se elaboré un ranking con las puntuaciones de felicidad para poder calcular el coeficiente de
correlacion por rangos de Spearman (r,). Estos rangos se muestran en la siguiente tabla.

e Ry

Q Q

N m > Y = o M M >

Pais (En %g S 2 C—:?- = 5 | & g g §

N 3 < 2 ) 9 & 2 cg 3! w

R 5 ® o o |29 | o | &

Q o

8 7]

Puntuacion | 5 | 5 | ¢5 | 70 | 62 | 60 | 7.0 | 66 | 67 | 74
de felicidad
Rango de

felicidad 1 a b c 9 10 5 7 6 2

(c) Escriba el valor de:
(i) a
(i) b
iy ¢

(d) ()

Halle r,.

(i)  Sila puntuacién de felicidad de Francia aumenta hasta 6,9, explique por qué no
cambia el valor de r,.

[3]

[3]

José, a partir de estos datos, concluye que los paises con una puntuacion de felicidad alto

probablemente sean los paises preferidos por los expatriados.

(e) Indique, dando una razon, sila conclusion de José resulta (o no) apropiada.

(1]

Véase al dorso
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[Puntuacion maxima: 18]

Unos dulces se venden en envases cilindricos. Se considera disefiar una nueva etiqueta
para el envase. La etiqueta tendra forma de rectangulo de 5cm de anchoy 9cm de alto.

El disefio que aparece en la etiqueta es una curva, como se muestra en los siguientes ejes
de coordenadas, donde una unidad representa 1 cm en ambos ejes.

y

altura

Los valores de la tabla representan puntos aproximados de la curva, redondeando a un
lugar decimal.

Ancho (x) 0 1 2 3 4 5

Alto () 4 7,3 6,7 4,0 1,3 0,7

(a) Utilice la regla del trapecio con cinco intervalos, y los valores dados en la tabla, para
estimar el area sombreada bajo la curva.

La curva empleada en el disefio de la etiqueta se puede modelizar mediante:
3
y:x——3x2+6x+4, para 0 <x<5.

(b) (i) Apartir de lo anterior, halle el area de la region sombreada.

(Esta pregunta contintia en la pagina siguiente)

[3]

[2]
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(Pregunta 2: continuacién)
Los dulces se venden en envases cilindricos cerrados de radio r y altura 4.

la figura no esta dibujada a escala

v
~__

Todo el envase esta hecho de un unico tipo de material y se supone que el espesor del
material es despreciable.

Cada envase tiene un volumen de 600cm’.
(c) Escriba una ecuacion, en funcion de  y &, que muestre esta informacion. 1

La cantidad de material utilizada para cada envase se puede modelizar mediante el area de
la superficie externa del envase.

El area de la superficie externa (A4) del envase se puede expresar asi

A:2nr2+§,donde r>0.

r
(d) Halle el valor de k. [4]
(e) (i) Halle dd .
dr
(i) Sabiendo que existe un valor minimo de 4, halle el valor de » que minimizara el
material utilizado. [5]

Los envases se fabrican de modo tal que se minimiza el area de la superficie. La etiqueta
rectangular de Scm por 9cm se quiere pegar en la superficie curva del envase.

(f)  Muestre que la etiqueta encajara en el envase. [3]

Véase al dorso
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3. [Puntuacion maxima: 15]

Ayaka esta creando un disefio compuesto por una progresion de rectangulos. La figura
muestra una parte de su disefo, utilizando 5 rectangulos.

la figura no esta dibujada a escala

4,5cm 1

35

3cm

A
v

El primer rectangulo tiene las siguientes dimensiones: 4,5cm de alturay 3 cm de ancho.

Las dimensiones de cada rectangulo posterior son % de las dimensiones del rectangulo anterior.
(@) Calcule el ancho del 5.° rectangulo. [2]
(b) Calcule el ancho total del disefio que esta compuesto por 5 rectangulos. [2]
Ayaka sigue anadiendo rectangulos a su disefio.

(c) Halle el valor mas pequefio del ancho total que su disefio no puede superar. [3]

El ancho del disefio final de Ayaka tiene que ser al menos 8,5cm y ha de utilizar el menor
numero de rectangulos.

(d) Halle el numero total de rectangulos que hay en su disefo final. [3]
Las areas decrecientes de los rectangulos forman una progresién geométrica.
(e) Halle la razon comun de esta progresion de areas. [2]

(f)  Halle el area total del diseno final de Ayaka. [3]

Véase al dorso
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4. [Puntuacion maxima: 17]

Gaurika esta disefiando una tienda de campana con forma de piramide recta de base
hexagonal regular y centro en M. Cada lado de la base mide 2m de largo, cada arista
inclinada mide 3,4m de largo y la distancia entre cada vértice de la base y M es igual
a 2m, como se muestra en las figuras.

la figura no esta dibujada a escala

Vista 3D de la tienda de campana Vista 2D de la base
T
34
A B
A B
o) 2

La parte superior de la tienda de campafia (el punto T) se va a sostener mediante un mastil
vertical en M.

(a) Halle la longitud de este mastil (MT). [2]
La base hexagonal se puede dividir en seis triangulos equilateros.

la figura no esta dibujada a escala

A B
2
(b) Halle:
(i) Elareade labase;
(i)  El'volumen de la tienda de campafia. [5]
(c) Halle el valor de MAT. 2]

(Esta pregunta continuia en la pagina siguiente)
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(Pregunta 4: continuacién)

Para darle una sujecion adicional, Gaurika decide atar una cuerda de 2,6 m de largo a la
tienda de campana en el punto X, situado en la arista AT .

La cuerda se fijara al suelo en el punto Y, tal que:

. La cuerda [XY] es recta.
. Los puntos Y, A y B estan en linea recta.
. AYX=35".

Esto se muestra en las siguientes figuras.

la figura no esta dibujada a escala

Vista 3D de la tienda de
campafa y de la cuerda

Vista 2D del triangulo AXY

2,6

35°

(d) Halle AY. [4]

A modo de decoracion nocturna, Gaurika quiere fijar una tira de luces que vaya del punto A
al punto Z, alo largo de la cuerda [XY].

La tira de luces [AZ] es recta y mide 0,9m de largo.

(e) Halle los dos valores posibles de YZ. [4]

Véase al dorso
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5. [Puntuacion maxima: 15]

En esta pregunta, todas las distancias estan en kilébmetros y ¢ esta en horas.

1 0
Sea | 0 | un desplazamiento de 1km hacia el este, | 1 | un desplazamiento de 1km hacia el
0 0
0
norte, y | 0 | un desplazamiento vertical de 1km.
1

La Autopista 85 de Arabia Saudita es una carretera larga, recta y plana.

Respecto al centro de la ciudad de Arar (punto O), el vector de posicion de un automovil (C)
que recorre esta carretera viene dado por:

10 50
0C=|-5 |+ -33
0 0
(@) Halle la rapidez del automdvil. [2]

La policia esta poniendo a prueba un dron de largo alcance (D) para vigilar los automoviles
que circulan por esta carretera. El dron se lanza en el instante ¢t = 0 desde el punto cuyo

200
vector de posicion es | —100 | y vuela en linea recta a una altura constante de 0,02km y a
0,02
-15
una velocidad constante de | —20 |.
0

(b) Halle el angulo que se forma entre la trayectoria del automovil y la trayectoria del dron.  [3]

(c) Escriba el vector de posicion (OD ) del dron en el instante ¢. [1

(Esta pregunta contintia en la pagina siguiente)
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(Pregunta 5: continuacién)

(d)

(e)

152

En el instante #,, el dron pasa por el punto cuyo vector de posiciones | p
0,02
Halle el valor de:
i
(i) p [3]
—

(i)  Halle una expresion para CD, que es la posicion relativa del dron respecto al

automovil.

(i)  Apartir de lo anterior, halle la distancia minima que habra entre el automaovil y
el dron. [6]

Véase al dorso
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[Puntuacion maxima: 13]

Juan esta creando animaciones para un sitio web. Utiliza matrices para transformar objetos

con respecto al origen, O.
_ 3 cos(15°) —sen(15°)
Una de las matrices que utiliza es A = .
sen(15°)  cos(15°)
(@) Describa en su totalidad la transformacion que representa la matriz 4. [1
(b) Halle el valor mas pequefio de n para el cual se cumple que A"=1,n e Z". [2]

Juan también utiliza la matriz B, que representa una homotecia de razén 1,05 y con
centro en (0, 0).

(c) (i) Escribala matriz B.

(i)  Describa en su totalidad la transformacion que representa B", donde 7 es el
valor que hallé en el apartado (b). [3]

Juan crea una nueva matriz C = AB.
(d) Halle la matriz C. [2]
Juan crea una animacion transformando un objeto repetidamente mediante C.

Un punto (P) del objeto se encuentra inicialmente en (1, 0). Juan establece que la
velocidad de la animacion sea de 6 transformaciones por segundo.

(e) Dibuje aproximadamente la trayectoria de P durante los 4 primeros segundos de
movimiento y rotule las coordenadas del punto inicial y del punto final. [2]

Juan utiliza una transformacion distinta 7', que se define asi

X 09 0 \x 2
T = + .
y 0 08)\y 1
Para crear la animacioén, Juan transforma un objeto repetidamente mediante T. Después de

muchas transformaciones, se da cuenta de que todos los puntos (x, y) en el objeto tienden
hacia un unico punto ( p, ¢q), tal que

. x p .
Iim7T* = ,donde a € Z".
a—»0 y q

(f) Halle [5} donde p, g € R. [3]

Véase al dorso
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7. [Puntuacion maxima: 18]
La rueda de una motocicleta esta unida al chasis mediante un resorte. El movimiento del
resorte actua de amortiguador. Cuando el motorista se sienta en la motocicleta el resorte
se comprime; esta posicion se denomina “posicién de equilibrio”.

Cuando la rueda se mete en un hueco o pasa por encima de un bache de la carretera, el
resorte se estira 0 se comprime para garantizar una conduccion suave.

Sea x el desplazamiento vertical, en centimetros, del centro de la rueda por debajo de la
posicion de equilibrio, como se muestra en la figura.

la figura no esta dibujada a escala

__ _Posicion __

de equilibrio

El desplazamiento vertical del centro de la rueda, en el instante ¢ segundos, se puede
modelizar mediante la ecuacion diferencial

d’x

—+a—+bx=0,donde a, b € R.
dr dr
dx
Sea y=—.
R’
dy
(@) Muestre que E=—bx—ay- 12l

(Esta pregunta contintia en la pagina siguiente)
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(Pregunta 7: continuacién)

Las ecuaciones y = % y % =—bx—ay se pueden escribir en forma matricial asi
dx
dr 0 1
41y |, donde M = .
dy y -b -—a
dr

Un fabricante quiere comparar dos resortes —el Resorte 1 y el Resorte 2— que se podrian
utilizar como amortiguadores.

En la ecuacion diferencial correspondiente al Resorte 1, a =18 y b="77.
Para estos valores, los valores propios de M son —7 y —11.
(b) Halle los correspondientes vectores propios.

El fabricante modeliza ambos resortes utilizando las mismas condiciones iniciales:

t=0,x=5cmy g=2cms_1.
dr
(c) A partir de lo anterior, para el Resorte 1:
(i)  Halle la solucién exacta para x(¢).
(i)  Dibuje aproximadamente el grafico de x(¢), para 0 <7< 1.
En la ecuacion diferencial correspondiente al Resorte 2, a =18 y b =85.
Para estos valores, los valores propios de M son —9 + 2i.

(d) (i) Dibuje aproximadamente el retrato de fase correspondiente al Resorte 2,
indicando la direccién de la trayectoria.

(i)  Apartir de lo anterior, dibuje aproximadamente el grafico de x en funcion de t.

(e) Utilizando las respuestas que di6 en los apartados (c)(ii) y (d)(ii), dé una razén por la
cual el Resorte 1 podria ser un mejor amortiguador que el Resorte 2.

[3]

[7]

[5]

(1]
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